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Öz 
 
Bu çalışmada, kesit yüksekliği boyunca fonksiyonel olarak derecelendirilmiş (FD) malzemeli kirişlerin 
çeşitli dinamik yükler altında zorlanmış titreşim davranışı üzerine bir araştırma yapılmıştır.  Farklı sınır 
koşulları, uzunluk-yükseklik (L/h) oranları ve malzeme değişim katsayılarının Euler-Bernoulli ve 
Timoshenko kirişlerinin sönümlü ve sönümsüz zorlanmış titreşimleri üzerindeki etkileri de parametrik 
olarak incelenmiştir. FD malzemeli çubukların davranışını idare eden hareket denklemleri, minimum 
toplam enerji prensibi yardımıyla elde edilmiştir. Elde edilen kanonik diferansiyel denklemler, 
Tamamlayıcı Fonksiyonlar Yöntemi (TFY) yardımıyla Laplace uzayında sayısal olarak çözülmüştür.  
Viskoelastik malzeme durumunda Kelvin tipi sönüm modeli kullanmıştır. Bu modelde elastik sabitler, 
elastik-viskoelastik analoji ile Laplace uzayındaki kompleks karşıtları ile değiştirilir. Önerilen yöntemin 
sonuçlarının doğruluğu, ANSYS sonlu elemanlar paket programının sonuçları ile karşılaştırılarak 
kanıtlanmıştır. 
 
Anahtar kelimeler: Fonksiyonel derecelenmiş malzeme; Tamamlayıcı fonksiyonlar yöntemi, Ters 

Laplace dönüşümü,  Kelvin sönüm modeli 
 
 
 

Damped and Undamped Forced Vibration Analysis of Beams Made of 
Functionally Graded Materials 

 
Abstract 
 
In this study, a research has been conducted on the forced vibration behavior of beams with functionally 
graded (FG) material along the height of the cross-section under various dynamic loads. The effects of 
different boundary conditions, length-height (L/h) ratios and material variation coefficients on damped 
and undamped forced vibrations of Euler-Bernoulli and Timoshenko beams are also examined 
parametrically. The equations of motion which govern the behavior of the beams with FG material have 
been obtained with the help of the minimum total energy principle. The canonical differential equations 
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obtained are solved numerically in the Laplace space with the aid of Complementary Functions Method 
(CFM). Kelvin type damping model is used in case of viscoelastic material. In this model, elastic 
constants are replaced by their complex counterparts in the Laplace space by means of the elastic-
viscoelastic analogy. The accuracy of the results of the proposed method has been confirmed by 
comparing it with the results of the ANSYS finite element package program. 
 
Keywords: Functionally graded materials, Complementary functions method, Inverse Laplace transform, 

Kelvin damping model 
 
1. GİRİŞ 
 
FD malzemeler, mekanik özellikleri bir noktadan 
diğer bir noktaya sürekli olarak değişen 
malzemelerdir. Farklı malzemelerin üstün 
özellikleri bir araya getirilerek oluşturulan FD 
kirişler, modern mühendislik uygulamalarında 
yaygın olarak kullanılmaktadır. Bu sebeple FD 
kirişlerin çeşitli yüklemeler altında davranışı önem 
kazanmış ve bu konu üzerine birçok araştırma 
yapılmıştır. 
 
Qian ve Ching [1], galerkin yöntemini kullanarak 
FD ankastre mesnetli kirişin dinamik analizini 
incelemişlerdir. Aydoğdu [2], basit mesnetli 
kalınlık boyunca FD kirişin serbest titreşimini 
çeşitli yüksek mertebe ve klasik kiriş teorilerini 
kullanarak araştırmıştır. Hamilton prensibini 
kullanarak hareket denklemlerini elde edip, Navier 
yöntemi yardımıyla kirişin doğal titreşim 
frekanslarını bulmuştur. Li [3], FD kirişlerin 
dinamik davranışlarını araştırmak için yeni bir 
birleşik yaklaşım yöntemi ortaya koymuştur. 
Teorisinde, dördüncü dereceden kısmi diferansiyel 
denklemi türeterek problemin fiziksel niceliklerini 
bu denklemin çözümü yardımıyla elde etmiştir. 
Kirişin frekans denklemini belirleyerek serbest 
titreşim analizini yapmıştır. Sina ve arkadaşları [4], 
FD kirişlerin serbest titreşim frekanslarını 
hesaplamışlardır. Yanal normal gerilmelerin sıfır 
olduğu varsayımına dayanarak Hamilton prensibi 
yardımıyla hareket denklemlerini elde etmişlerdir. 
Analitik yöntemi kullanarak buldukları değerler ile 
farklı kiriş teorileri kullanılarak elde edilen 
sonuçları karşılaştırmışlardır. Civalek ve 
Kiracıoğlu [5], Timoshenko kirişinin serbest 
titreşim frekansını ayrık tekil konvolüsyon 
yöntemiyle hesaplamışlardır. Alshorbagy ve 

arkadaşları [6], FD kirişin serbest titreşim analizini 
sonlu elemanlar yöntemini kullanarak 
araştırmışlardır. Çeşitli sınır şartlarının, malzeme 
dağılımlarının ve kalınlık oranlarının kirişin 
dinamik karakteristiği üzerindeki etkilerini 
incelemişlerdir. Atmane ve arkadaşları [7], 
değişken kalınlıklı FD kirişlerin serbest titreşim 
analizini yapmışlardır. Malzeme için 
eksponansiyel değişim kabulü yapmışlardır. 
Anandrao ve arkadaşları [8], çalışmalarında Euler-
Bernoulli kiriş teorisi ve Timoshenko kiriş 
teorisine dayanan iki ayrı sonlu eleman 
formülasyonu geliştirerek kirişlerin serbest titreşim 
frekanslarını bulmuşlardır. Sonlu elemanlar 
yönteminin denklem sistemini elde etmek için 
virtüel iş prensibini kullanmışlardır. Pradhan ve 
Chakraverty [9], kalınlık boyunca malzeme 
özellikleri değişen, farklı sınır şartlarına sahip FD 
kirişlerin serbest titreşim analizlerini, klasik ve 
birinci mertebeden kayma deformasyon kiriş 
teorilerine dayandırarak incelemişlerdir. Kiriş 
kesitlerinin yer değiştirme bileşenlerini gösteren 
deneme fonksiyonlarını, hesaplama kolaylığı için 
temel sınır koşullarını sağlayacak şekilde basit 
cebirsel polinom formlarında ifade etmişlerdir. 
Rayleigh-Ritz metodunu kullanarak temel 
denklemleri elde etmişlerdir. Demir ve Öz [10], 
viskoelastik sınır koşulları altında FD bir kirişin 
boyutsuz titreşim frekans parametrelerini sonlu 
elemanlar yöntemini kullanarak hesaplamışlardır. 
Su ve Banerjee [11], kalınlık boyunca FD kirişlerin 
serbest titreşim frekanslarını dinamik rijitlik 
matrisini geliştirerek araştırmışlardır. 
Çalışmalarında, Wittrick-Williams algoritmasını 
çözüm tekniği olarak kullanmışlardır. Jing ve 
arkadaşları [12], düzgün yayılı yük etkisi altında 
FD kirişlerin titreşim analizi için merkezi sonlu 
hacim yöntemi ve Timoshenko kiriş teorisi 
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Mx=b σx z dz
+h/2

-h/2
 =b E(z) εx  z dz

+h/2

-h/2
 (6) 

 

Qz=b ksτxz  dz
+h/2

-h/2
=b ks

E(z)

2(1+v)
γxz  dz

+h/2

-h/2
 (7) 

 
Burada ks, kayma düzeltme faktörü ve v ise 
Poisson oranı olup, bu çalışmada sabit olarak 
alınmaktadır. Kesit tesirlerinin açık ifadesi ise 
Eşitlik 8-10’da verilmiştir. 
Nx=b A11u'+A12θ'  (8) 
 
Qz=b A33 θ+w'  (9) 
 
Mx=b A12u'+A22 θ'  (10) 
 
Bu denklemlerde görülen A11,A12,A22 ve A33 kesit 
rijitlik sabitlerini ifade etmekte olup,              
Eşitlik 11-14’de verilen integrallerden 
hesaplanmaktadır. 
 
A11= E(z) dz

+h/2

-h/2
 (11) 

 

A12= E z  z dz
+h/2

-h/2
 (12) 

 

A22= E z  z2 dz
+h/2

-h/2
 (13) 

 

A33=ks
E(z)

2(1+v)
dz  

+h/2

-h/2
 (14) 

 
FD çubuklar için kinetik enerji ve toplam 
potansiyel enerji ifadeleri, Eşitlik 15 ve 16 
integralleri ile tanımlanmaktadır. 
 
Πt=

1

2
σxεx+τxzγxz - pxu+pzw

 

A

l

0
 dAdx (15) 

 
T=

1

2
ρ(z) Ux

2
+Uz

2
 dAdx

 

A

l

0
 (16) 

 
Burada	 U  ve U  ise sırasıyla, kiriş üzerindeki bir 
noktanın hızının x (yatay) ve z (düşey) 
bileşenlerini ifade etmektedir. 
 
Kinetik enerjiden potansiyel enerji çıkartılarak 
sistemin Langrangian’ı elde edilmekte ve         
Eşitlik 17’de verilmektedir. 
 
L=T-Πt (17) 

Hamilton Prensibi ise, Lagrangian’ın zamana göre 
integralinin varyasyonunu sıfır yapan varsayımdır. 
 

δ L dt
t1

t0
=0 (18) 

 
Gerekli büyüklüklerin impulsif bileşenleri ve 
türevleri teşkil edilerek, kalınlık boyunca FD 
malzemeli kirişlerin zorlanmış titreşim davranışını 
idare eden kısmi diferansiyel denklemler elde 
edilmiş ve Eşitlik 19-24’de verilmiştir. 
 
∂u

∂x
=

A12Mx-A22Nx 

b(A12
2-A11A22)

 (19) 

 
∂w

∂x
=

 Qz

 b ks A33 
–θ (20) 

 
∂θ

∂x
=

-A11Mx+A12Nx 

b(A12
2-A11A22)

 (21) 

 
∂Nx

∂x
=-px+I0

∂2u

∂t2
+I1

∂2θ

∂t2
 (22) 

 
∂Qz

∂x
=-pz+I0

∂2w

∂t2
 (23) 

 
∂Mx

∂x
= Qz+I1

∂2u

∂t2
+I2

∂2θ

∂t2
 (24) 

 
Burada I0,I1 ve I2, kütlesel atalet momentlerini 
temsil etmektedir. Euler-Bernoulli kiriş teorisi 

kullanıldığında, Eşitlik 20’deki 
 Qz

 b ks A33 
 terimi 

ihmal edilecektir. Sönümlü zorlanmış titreşim 
durumunda Kelvin tipi viskoz sönüm modeli,             
Ev =E(1+gs) kullanılmıştır (bkz.[29-31]). Burada 
g, sönüm oranıdır. Eşitlik 19-24’de sıfır başlangıç 
şartları altında Laplace dönüşümü alındığında, 
sistem hareket denklemleri dönüşmüş uzayda adi 
diferansiyel denklem takımı haline gelmektedir. 
Böylece, FD malzemeli kirişlerin zorlanmış 
titreşim davranışını idare eden adi diferansiyel 
denklem takımı, kanonik formda elde 
edilmektedir. 
 
Eşitlik 25-30’da 	. ̅  ile gösterilen terimler, ilgili 
büyüklüklerin Laplace dönüşümünü 
belirtmektedir. s, Laplace parametresi olup, 
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araştırılmıştır. L/h oranı (<10) küçüldükçe, bu etki 
analizlere dahil edilmesi gerekmektedir. 
 
Son olarak bu çalışmada önerilen metodun, ele 
alınan problemlerin analizi için oldukça etkin ve 
kolayca uygulanabilir olduğu anlaşılmıştır. 
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